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关于行列式的几种计算方法
崔飞飞

（江西理工大学理学院，江西 赣州 341000）
摘 要：行列式是线性代数中的常用的工具，在数学其他分支有着重要的作用。文中运用举例的形式介绍了行列式包括对角线法则、

行列式的定义、化为上三角形行列式以及降阶法在内的不同解法。
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1 引言
行列式是线性代数中常用的工具，是线性代数教学中的核心内

容，并在解析几何以及数学的其他分支有着重要的作用。行列式是

排列整齐的数表，并将其限制在两个竖线内，看起来很有规矩，就像

做人一样，有了规矩，才能画方画圆，天下事，都要有规矩。提醒学生

做人做事要有规矩，有规矩方成大事的道理。由于行列式的在线性

代数教学中的地位，因此对于行列式的计算就显得非常重要。教书

育人如同解题过程，有多种方法。下面主要介绍行列式的几种计算

方法，首先介绍对角线法则。

2 主要内容
2.1 利用对角线法则计算行列式
（1）二阶行列式的对角线法则：行列式的值为主对角线上两元

素之积减副对角线上两元素之积。

例如：D= 3 -2
1 -1 =3·（-1）-1·（-2）=-1。

（2）三阶行列式的对角线法则：三阶行列式的对角线法则与二
阶行列式的不同。三阶行列式的对角线法则如下：

D=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32-a13a22a31-a23a32a11-a33a12a21援
需要注意的是，对角线法则只适合二阶和三阶行列式，对于更

高阶的行列式则不适用对角线法则。以下面行列式为例介绍行列式

的其他几种解法。

例 1 计算下面的行列式

D=
园 1 圆 -1

-1 园 员 2
0 0 猿 -2
园 3 1 -1

.

2.2 利用 n阶行列式的定义计算行列式
首先给出 n阶行列式的定义式：

即行列式表示所有取自不同行、不同列的 n个元素乘积的代数
和。

例 1的解法一：
行列式的值是取自不同行、不同列的 4个元素乘积的代数和，

其中四个元素若有一元素为零，那么其乘积为零。因此计算行列式

时只需要计算出取自不同行、不同列的四个元素均为非零元的情况

即可。由题可知行列式的第一列的唯一非零元为第二行的元素-1；
而第二列的非零元有两个，一个是第一行的 1，另一个是第四行的
3，因此第二列的取法有两种 1或 3；第三列和第四列取元素时同

理。因此若第一列取第二行的元素-1，第二列取第一行的元素 1，第
三列取第三行的元素 3，那么第四列只能取第四行的元素-1；若第
一列取第二行的元素-1，第二列取第一行的元素 1，第三列取第四
行的元素 1，那么第四列只能取第三行的元素-2；若第一列取第二
行的元素-1，第二列取第四行的元素 3，第三列取第三行的元素 3，
那么第四列只能取第一行的元素-1；若第一列取第二行的元素-1，
第二列取第四行的元素 3，第三列取第一行的元素 2，那么第四列只
能取第三行的元素-2，再给这些乘积冠以符号作和可得行列式的
值。即

D=(-1)子(2134)·(-3)+(-1)子(2143)·2+(-1)子(2431)·9+(-1)子(2413)·12=-4
若行列式为上三角形行列式，由行列式的定义可知，行列式的

值为主对角线元素的乘积，即

下面介绍的计算行列式的一种常用方法。

2.3 将行列式化为上三角形行列式计算行列式
利用行列式的初等行（列）变换将行列式化为上三角形行列式，

再运用上三角形行列式的值为主对角线元素的乘积，可得行列式的

值。具体步骤为：如果第 1列第一个元素为零，则将第 1行与其他行
交换使得第 1列第一个元素不为零，然后将第 1行元素的倍数加到
其他行，使得第 1列除了第一个元素以外其他元素均为零；再观察，
若第 2列的第二个元素为零，则将第 2行与除第 1行以外的其他行
交换使得第 2列第二个元素不为零，然后将第 2行元素的倍数加到
其他行，使得第 2列自第三行开始所有元素均为零；然后观察第 3
列的第三个元素，…以此类推，直至使得行列式化为上三角形行列

式，此时主对角线上元素的乘积就是行列式的值。

例 1的解法二：
行列式的第 1列第一个元素为零，现将第 1行与第二行交换使

得第 1列第一个元素不为零；然后观察知，所得行列式第 1列除第
一个元素外其余元素全为零；再观察行列式，第 2列的第二个元素
为 1是非零元，第三个元素为零而第四行元素为非零元 3，若使第 2
列的第 3行及第 4行元素均为零元，只需将第 2行元素乘以-3倍
加到第 4行即可；再观察新得的行列式，第 3列第三个元素为非零
元 3，第四个元素为非零元-5，若使第 3列第 4行元素为零元，只需
将第 3行的 缘3 倍加到第 4行即可。最后所得上三角形行列式的对
角线元素作乘积为 4，而行变换过程中做了一次行变换，因此最后
结果应乘以-1，最后结果为-4。

用初等行（列）变换将行列式化为上三角形过程要注意初等变
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换的性质的使用，如互换行（列），行列式变号，在计算过程中很容易

忽略，造成错误。

2.4 利用降阶法计算行列式
首先给出行列式按照某一行或某一列展开的定理，如下：

定理 行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余

子式乘积之和，即

D=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin援i=1，2，…，n，
或 D=a1jA1j+a2jA2j+…+anjAnj援j=1，2，…，n。
例 1的解法三：
运用按行（列）展开计算行列式时，应选择零元素尽可能多的行

（列）进行展开。经观察发现例 1中行列式的第 1列只有一个非零
元，按照第 1列展开可知，行列式等于 a21A21，a21=-1，A21=（-1）3 M21，

其中 M21=
1 2 -1
0 3 -2
3 1 -1

，下面计算 M21，M21按照第一列展开可得

a11A11+a31A31，a11=1，a31=3，A11= 3 -2
1 -1 =-1，A31= 2 -1

3 -2 =-1。
即 D=（-1）·（-1）3[1·（-1）+3·（-1） ]=-4。
在例 1计算过程中发现，每按列展开一次，都会使原行列式降

一阶，因此按行（列）展开计算行列式的方法称为降阶法。在计算零

元素较少或者高阶行列式时，直接应用按行（列）展开计算行列式，

运算量较大。因此，在计算行列式时，可先将行列式中某一行（列）运

用初等行（列）变换化为仅含有一个非零元的形式，再按照此行（列）

展开，如此进行下去，直到化为二阶或三阶行列式。以下列行列式的

计算为例。

例 2 计算行列式

D=
1 员 2 -1

-1 0 1 2
1 3 2 -1
1 3 2 -1

.

解:若直接应用按行（列）展开计算行列式。观察行列式，第二列
中有一个零元，可选择按照第 2列展开，这时会得出三个三阶行列
式，计算量较大。因此可选择将第二列化为仅有一个非零元的形式，

再按照第 2列展开。
将第 1行的（-1）倍加到第 3 行，将第 1 行的（-3）被加到第 4

行，可得

D=
1 员 2 -1

-1 0 1 2
1 0 1 -1

-2 0 -4 2
.

将此行列式按照第 2列展开得

D=（-1）3
-1 1 2

1 1 -1
-2 -4 2

=-
-1 1 2

1 1 -1
-2 -4 2

，

对此行列式将第 1行的 1倍加到第 2行，第 1行的-2倍加到
第 3行，可将行列式化为第 1列元素除第一个元素-1外均为零元
素，按照第 1列展开有

D=（-1）4 2 1
-6 1 =2.

事实上，很多时候需要借助行列式的性质对行列式进行整理。

比如行列式每一行的元素加在一起的和相同时，可将第二列至最后

一列的元素都加到第一列，那么第一列的元素相同，这时将第一列

的公因子提出，第一列所有的元素均为 1。再将第一行的-1倍分别
加到第二行至最后一行，此时行列式的第一列的元素，除了第一行

元素为 1以外，其他元素均为零，可用按列展开方法进行计算。
除此以外，利用数学归纳法也是比较常见的一种方法，主要针对 n
阶行列式的计算。若行列式某行（或某列）零元素较多或者运用行列

式的性质可将行列式的某行（或某列）化为零元素较多的形式，可将

此行列式按行（或列）展开，对展开式进行整理，得出行列式的递推

公式，依此可将行列式依次降阶，转化成二阶或者三阶行列式，进而

得出结果。

3 结束语
计算行列式时，可根据行列式的特点适当选用行列式的解法。

如果是二阶或三阶行列式可选择使用对角线法则。对于高阶行列

式，如果行列式中零元较多可直接使用按行（列）展开计算，否则可

运用初等变换将行列式化为上三角形行列式计算或将某一行（列）

化为仅有一个非零元用降阶法来计算。
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